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Wprowadzenie!

Celem prezentowanego opracowania jest proba teoretycznego wyznacze-
nia optymalnej struktury stép inwestycji na gruncie N-kapitalowego modelu
wzrostu gospodarczego. Model ten stanowi kompilacje i rozszerzenie modeli
prezentowanych w pracach Solowa [1956], Mankiwa, Romera, Weila [1992],
Nonnemana, Vanhoudta [1996] i Tokarskiego [1996; 2000; 2003; 2005, rozdziaty
piaty i siédmy] z elementami modeli optymalnego sterowania typu Ramseya

[1928], Lucasa [1988] i Romera [1986, 1990].

W prezentowanym w opracowaniu modelu wzrostu gospodarczego zaklada

sie, iz:

* na wielko$¢ wytworzonego w gospodarce strumienia produktu wptywa skon-
czona ilo$¢ N zasobéw kapitalu oraz zasoby pracy i technologii (przyjmuje
sie tez, ze zasoby pracy i technologii rosng wedtug pewnych, danych egzo-

genicznie stop wzrostu),

* przyrost kazdego z analizowanych zasobéw kapitatu jest réznicg pomiedzy
inwestycjami w 6w zaséb a jego deprecjacja (zalozenia te nawigzujg do
neoklasycznych modeli wzrostu gospodarczego Solowa, Mankiwa-Romera-

Weila czy Nonnemana-Vanhoudta),

* zachowujacy sie racjonalnie typowy konsument (podobnie jak ma to miejsce
np. w modelach wzrostu endogenicznego Lucasa czy Romera) szuka takiej
dlugookresowej struktury stép inwestycji, ktéra maksymalizuje sume zdys-
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kontowanej uzyteczno$ci konsumpcji tego konsumenta w nieskonczonym

horyzoncie czasowym,

* dodatkowo czyni si¢ zalozenie, ze rozwazana w prezentowanym modelu
wzrostu gospodarczego makroekonomiczna funkcja produkcji (opisujaca
wielko$¢ wytworzonego w gospodarce strumienia produktu) nie musi sie
a priori charakteryzowaé stalymi efektami skali (zalozenie to nawiagzuje do
rozwazan prowadzonych np. w pracach Tokarskiego [1996, 2003 lub 2005,
rozdzial si6dmy])2.

Prowadzone w pracy rozwazania oparte sg na silnym zalozeniu nowej eko-
nomii klasycznej (i teorii realnego cyklu koniunkturalnego) o dlugookresowe;j
racjonalnosci zachowan typowych podmiotéw makroekonomicznych (utozsa-
mianych dalej z typowym konsumentem). Warto jednak w tym miejscu zazna-
czyé, ze o ile w modelach nowej ekonomii klasycznej (w tym, w szczegdlnosci,
w szkole realnego cyklu koniunkturalnego) a priori zaktada sie, iz zachowania
i oczekiwania typowych podmiotéw mikroekonomicznych sg racjonalne tak
w dlugim, jak i w krétkim okresie, o tyle w prowadzonych w pracy analizach
zalozenie to ograniczone jest jedynie do okresu dlugiego. Ograniczenie owego
zalozenia wynika stad, ze w dtugim okresie szoki popytowej i podazowej strony
gospodarki odgrywaja zdecydowanie mniejsza rol¢ niz w okresie krétkim, co
implikuje, Zze podmioty podejmuja woéwczas optymalne decyzje. Problem ten
nie jest jednak jednoznacznie rozstrzygniety na gruncie wspoétczesnej makro-
ekonomii, gdyz np. Solow twierdzi, ze Nie wiem, jaki zbidr twierdzen dotyczg-
cych oczekiwan zastuguje na wilgczenie do fundamentalnych zasad praktycznej
makroekonomii. Czuje si¢ bardzo zaklopotany tym, iz ten nieobserwowalny czynnik
ma kolosalne znaczenie, a jednoczesnie jest tak niejednoznaczny, ze moze stuzyé
wyjasnieniu praktycznie wszystkiego (...) W moim odczuciu, racjonalne oczeki-
wania odgrywajq wazing rolg w modelowaniu dlugookresowej réwnowagi. Jesli
zas chodzi o okres krétki, to hipoteza racjonalnych oczekiwan wydaje sig¢ mato
przydatna (Solow [1998, s. 76]) Lucas za$ utrzymuje, ze zaréwno w analizach
krétko-, jak i dlugookresowych niezbedne jest modelowanie sposobéw dokomny-
wania wyboréw przez ludzi. Jesli widzicie, ze jade ulicq Clarka w kierunku pét-
nocnym, to odgadniecie, ze kilka minut poiniej bede jechal nadal na pétnoc tq
samq ulicq jest catkiem udang (choc niedoskonalq) prognozq. Lecz jezeli chce-
cie przewidzied, jak sie zachowam, jesli ulica Clarka jest zamknieta, to musicie
miec jakies wyobrazenie o tym dokqd jade i jakie mam przed sobq alternatywne

2 W prowadzonych w pracy analizach pojecie efektow skali makroekonomicznej funkcji produkcji
utozsamia si¢ z jej jednorodnoscig pewnego stopnia E > 0. Co wiecej, przyjmuje sig, iz jezeli
stopien jednorodnosci E bedzie wigkszy (mniejszy) od jednosci, to funkcja ta charakteryzowaé
sie bedzie rosngcymi (malejacymi) efektami skali, natomiast przy E = 1 wystepowaé beda
state efekty skali makroekonomicznej funkcji produkcji. Wynika to stad, ze przy 2> 1 (£ < 1)
dowolne ¢-krotne, przy czym § > 1, zwigkszenie nakladéw kazdego z czynnikéw produkcji
prowadzi do wiecej (mniej) niz {-krotnego wzrostu produktu. Natomiast przy E = 1 {-krotny
wzrost nakltadéw kazdego z czynnikéw produkceji prowadzi do doktadnie {-krotnego wzrostu
wytworzonego strumienia produktu.
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drogi, a wiec o charakterze mojego problemu decyzyjnego (z wywiadu z Lucasem
w Snowdon, Vane, Wynarczyk [1998, s. 231]).

Przyktady tego typu kontrowersji we wspolczesnej makroekonomii mozna
mnozy¢. Z jednej bowiem strony Friedman, argumentujgc za pionowym ksztal-
tem dlugookresowej krzywej Phillipsa, dopuszcza istnienie krétkookresowej
iluzji pieni¢znej (co sila rzeczy, wyklucza racjonalny charakter zachowan pod-
miotéw mikroekonomicznych), z drugiej za$ strony modele realnego cyklu
koniunkturalnego czy modele Beckera [1990] oparte sg na zalozeniu pelnej
racjonalnosdci podmiotéw mikroekonomicznych.

W prowadzonych w opracowaniu rozwazaniach zalozenie o racjonalno-
$ci oczekiwan i zachowan typowych podmiotéw mikroekonomicznych nie
oznacza bynajmniej, by autor sadzil, ze nawet w dlugim okresie wszystkie
podmioty w gospodarce zachowujg sie racjonalnie i nie popelniaja btedéow
w ocenie rzeczywisto$ci mikro- i makroekonomicznej. Oznacza ono jedynie,
ze Podczas gdy niektore podmioty zbyt wysoko szacujq okreslony wspotczynnik
[opisujacy rzeczywisto$¢ gospodarcza-przyp. aut.], inne szacujq go zbyt nisko.
Poprawny jest tylko Sredni szacunek (Mayer [1996, s. 135]), czyli oczekiwania
typowego podmiotu w gospodarce (por. tez Blaug [1994, s. 681-691], Mayer
[1996, s. 134-137], Snowdon, Vane, Wynarczyk [1998, s. 199-204] lub Tokarski
[2005, s. 107-108]).

Model

W prowadzonych dalej analizach przyjmuje sie nastepujace zalozenia doty-
czgce funkcjonowania gospodarki:
1. Proces produkcyjny opisany jest przez N-czynnikowa makroekonomiczng
funkcje produkcji Cobba-Douglasa dang wzorem3:

N
Y = (AL® [ k% (1)

i=1

gdzie Y jest strumieniem wytworzonego produktu, K; to naklady i-tego dobra

kapitatlowego (dlai =1, 2, ..., N), A — zaséb technologii, ktérego wzrost ma

charakter egzogenicznego postepu technicznego w sensie Harroda, L - liczba

pracujacych, © € (0;1) jest elastycznos$cig produkcji wzgledem naktadéw

pracy, za$ «a; € (0;1) to elastyczno$¢ produktu wzgledem naktadéw i-tego

dobra kapitalowego (dla kazdego i = 1, 2, ..., N). Czyni sie rOwniez zalozenie,
N

ze Za/l. € (0;1). Ze specyfikacji funkcji produkcji (1) wynika, iz jest ona
i=1
jednorodna (wzgledem nakladéw kapitalowych i nakltadéw pracy) stopnia

3 O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych implicite zaklada sig, ze
sg cigglymi i r6zniczkowalnymi funkcjami czasu ¢ € [0; +). Zapis & = %(f) = dx/dt oznaczal
bedzie pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie rzecz biorgc) przyrost warto$ci
owej zmiennej w momencie ¢ € [0; +©).
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N
E = @ + D, a,. Plynie stad wniosek, iz jesli stopieni jednorodnosci owej
i=1

funkcji E bedzie mniejszy (wigkszy) od jednosci, to funkcja ta charakteryzowaé
sie bedzie malejgcymi (rosngcymi) efektami skali. W przypadku, w ktérym
E = 1 wystapiag za$ (charakterystyczne dla neoklasycznych modeli wzrostu
gospodarczego typu Solowa lub Mankiwa-Romera-Weila) state efekty skali.
Przyrost naktadéw kazdego z zasobéw kapitaléw stanowi réznice pomiedzy
inwestycjami w 6w zas6b a jego deprecjacja. Inwestycje w i-ty zasoéb kapi-
talu stanowig s;-tg cze$¢ wytworzonego produktu (dla i =1, 2, ..., N), za$
stopy deprecjacji kolejnych naktadéw kapitatlowych wynosza d,, 9, ..., on.
Plynie stad wniosek, ze w kazdym momencie ¢ € [0; + ) zachodzi:

VK, =sY— K, 2)
i=12,...N

N
gdzie $,,5,,...,8y, 0,0y ..., 0y € (0;1) oraz Zsl e (0;1),

i=1
Zaséb technologii rosnie wedlug stopy wzrostu g > 0 (bedacej stopa harro-
dianiskiego postepu technicznego), natomiast stopa wzrostu liczby pracuja-
cych réwna jest n > 0. Oznacza to, ze zachodza nastepujace zwigzki:

AIA = g = A(t) = Aye? (3)
LIL=n= L@t = Lye™ 4)

gdzie Ay > 0 i Ly > 0 to (odpowiednio) zaséb technologii i liczba pracuja-
cych w momencie ¢ = 0.
Konsumpcja C stanowi réznice pomiedzy produkcja Y a sumg inwestycji

N
s, Y, czyli:
i=1

N
c=(1 - Zsl.)Y (5)
i=1
Celem dzialania typowego konsumenta, podobnie jak w modelu Ramseya
lub modelach wzrostu endogenicznego Lucasa i Romera, jest maksymali-
zacja sumy zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji owego konsumenta
w nieskonczonym horyzoncie czasowym. Suma ta opisana jest przez naste-
pujaca catke niewlasciwg (zwang dalej rowniez catkg preferencji typowego
konsumenta):

—+ oo

1—0 _
[ e ©
0
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gdzie ¢ = C/L jest konsumpcjg na pracujacego, p > 0 to stopa dyskontowa
typowego konsumenta, ¢ € (0;1) U (1;+®) jest za§ odwrotno$cig miedzy-
okresowej substytucji konsumpcji. Im wyzsze wartosci przyjmuja p i 0, tym
bardziej analizowany konsument preferuje konsumpcje biezacg w stosunku
do konsumpcji przyszlej.

Z réwnan (1) wynika, ze wydajno$¢ pracy y = Y/L dana jest wzorem:

gdzie k; = K;/L jest nakladem i-tego dobra kapitalowego przypadajacym na
jednego pracujgcego (dla kazdego i = 1, 2, ..., N). Z powyzszej zaleznoSci oraz
z réwnan (3-4) plynie wniosek, ze zachodzi nastepujacy zwigzek:

N
y = Aew TTke )
i=1

~ 0+ ga/- —1 N .

przy czym A = A9L, -1 >0,za$ ® = Og + (@ + Ea'i — 1>n. Réwnanie
i=1
(7) jest funkcja wydajno$ci pracy w rozwazanym modelu wzrostu gospodar-
czego. Funkcja ta opisuje relacje zachodzace pomiedzy nakladami kazdego
z czynnikéw kapitatowych przypadajacych na pracujacego a poziomem realizo-
wanego w gospodarce strumienia produktu na pracujacego. Z funkcji wydajno-
Sci pracy (7) ptynie m.in. wniosek, iz zwigzki zachodzgce pomig¢dzy kranicowym
produktem i-tego zasobu kapitalu (9y/dk;) a produktywnoscig owego czynnika
produkcji (y/k;) opisuja zalezno$ci:

dy
v Ok,

N
= aifle‘b’kffl 11 k;'.[f' = Cli% (8)
J=l#i i

\v4
=12,

Dzielgc stronami réwnania rézniczkowe (2) przez liczbe pracujgcych L
uzyskuje sie zwigzki:

K.
\vd Tl =5,y — 0k, 9)
N

Co wiecej, poniewaz k; = K;/L, zatem K; = k;L, co implikuje, iz dla kazdego
i=1,2,..., N zachodzi: f(i = léiL + kii. Stad oraz z réwnania (4) wynika, Ze:

\vd Tl = k; + nk;
i=12,..N
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Z powyzszej zaleznoSci oraz réwnania (9) wyciggnaé mozna wniosek, ze
dla kazdego i =1, 2, ..., N przyrost i-tego zasobu kapitalu na pracujgcego,
w kazdym momencie ¢ € [0;+ ), opisuje réwnanie rézniczkowe:

l%l. =5,y — (0, + n)k; (10)

Po podzieleniu zwigzku (5) przez liczbe pracujacych uzyskuje sie réwnanie
konsumpcji na pracujgcego postaci:

N
c= (1 — Zsl.)y (11)
i=1
co implikuje, ze calke preferencji (6) mozna zapisa¢ nastepujgco:

[l

1—0

e °dt (12)

1—0

Zaleznosci (7) oraz (10-11) mozna interpretowaé ekonomicznie nastepu-
jaco. Konsumpcja na pracujgcego c¢ jest tym wyzsza, im wyzszy jest poziom
wydajnosci pracy y oraz im nizsze sg stopy inwestycji s; (dla i =1, 2, ..., N).
Poziom wydajnosci pracy jest rosngca funkcja nakladéw kazdego z kapita-
téw k;. Przyrosty owych zasobéw kapitalu sg za$ tym wyzsze, im wyzsze sg
stopy inwestycji w poszczegdlne czynniki kapitalowe. Poniewaz zaklada sie, ze
typowy konsument w gospodarce zachowuje si¢ racjonalnie, zatem wybiera
takg strukture Sciezek czasowych stép inwestycji sy, Sy, ..., Sy, ktére maksy-
malizujg catke preferencji (12) przy ograniczeniu réwnaniami rézniczkowymi
(10). Plynie stad wniosek, ze konsument 6w powinien wyznaczy¢ nastepujace
maksimum Pontriagina%:

1—0o

+ oo N
max f l(l 7,Efi>y “lemotgy
51890 eensSy o 1o
YV k= sy — (6, + n)k (13)
i=1,2,..., N

Vo k(0) =050
2,...,N

,,,,,,

gdzie kY to zasob i-tego kapitatu na pracujacego (dlai = 1, 2, ..., N) w momencie
t = 0. Biezacy hamiltonian maksimum Pontriagina (13) dany jest wzorem:

4 Maksimum Pontriagina syntetycznie omdéwione jest np. w pracach Chianga [1992, s. 210-212
i 250-257] lub Barro, Sala-i-Martina [1995, s. 498-510]. Szeroki przeglad mozliwosci aplikacji
maksimum Pontriagina w modelowaniu proceséw wzrostu gospodarczego znajduje sie za$ np.
w pracach Panka [1986, 2000].
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N I
5]
H($p S50 eeerS o kp Ky eees ks Oy 0., 0)) = g + (14)
N
+ 2 (G[siy = (0 + n)k])
i=1
gdzie 04, 0,, ..., Oy to mnozniki Lagrange’a hamiltonianu (14). O mnoznikach

tych zaktada sie, iz sg ciggtymi i r6zniczkowalnymi funkcjami czasu ¢ € [0;+ »).
Warunki konieczne istnienia maksimum Pontriagina (13) dane sg wzoramis:

OH AN
o \vd T =Y (1— Zsj)yl +6y=0 (15a)
i=12,...N i ji=1
0 N -7
Y ——g[]z—FpHi_——aZ <1— Zsj)y +
i=12,...N i i ji=1
P (15b)
— 2 205, (0 + 0+ )b, = 0,
ij=1
0H _7
. IY v g = 5;y — (0, + n)k; = k; (15¢)
oraz warunki transwersalno$ci:
VYV lim [6@e | =0
i=1,2,..., Nt— +oo (15d)

réwnania (15a) wynika, ze mnozniki Lagrange’a 6; (dla kazdego
2, ..., N) opisane sg przez réwnania®:

&)

Warunki konieczne (15abc) istnienia rozwazanego maksimum Pontriagina oraz zwigzki z nich
wynikajace musza by¢ spetnione w kazdym momencie ¢ € [0;+ ).

-2

mum Pontriagina (13), posiadajg réwniez rozwigzanie y = 0. Poniewaz jednak, na mocy zwigz-
kow (10), lél-/ki >—(6;+n) oraz k;(0) >0 (dla i = 1,2, ..., N), wigc w kazdym momencie
t € [0;+) ki (1), ky (1), ..., ky () > 0. To za$, zgodnie z funkcjg wydajnosci pracy (7), implikuje,
ze dla kazdego ¢t > 0 y (t) > 0, a wiec rozwigzania réwnan (15a) postaci: y = 0 sg sprzeczne
z przytoczonymi tu zalozeniami i wlasciwo$ciami rozwazanego modelu wzrostu gospodarczego.

Z
i=1,

—0

0,=0,=..=0,= (16)

ktére implikujg zwigzki:

5

¢ Roéwnania Oy =y , wynikajace z warunkéw koniecznych (15a) istnienia maksi-
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N
b o | B
01 62 N y

1—23

i=1

Jesli dodatkowo przyjmie sie upraszczajace zalozenie, ze analizowany kon-
sument (sposréd wszystkich dostepnych mu struktur $ciezek czasowych stép
inwestycji) wybiera mozliwie najprostsze $ciezki stop 1nwestyc31 (tj. wyblera
stale w czasie stopy inwestycji w K, K,, ..., Ky), to §;, =35, = ... =5, = 0.
Wowczas powyzsze réwnania stop wzrostu kole]nych mnoznikéw Lagrange’a
mozna zapisaé nastepujgco:

b _ 6 _ by
E*gfz*...*%*—o‘y (17)

Logarytmujg stronami i rézniczkujgc po czasie ¢t € [0;+®) funkcje wydaj-
nosci pracy (7) dochodzi sie do zaleznosci:

+Z< > (18)

i=1

ktéra wraz z rownaniami (17) prowadzi do zwigzku:

. N .
0, o+ ), <alzi>} (19)
1

Oy Oy _
91*92*...*01\/*_0‘

Z réwnan (8), (15b) i (16) wynika, iz:

91 Y

T=p+6+n—ar

= 1,\';,...,1\/ 0; oo ki

co w polgczeniu ze zwigzkami (19) implikuje zaleznoSci:
Y Iéj
V ar—ocXx\laF]|=0+0+n+od (20)
—1 N k. “ jk. i

2y i j=1 J

Warunki konieczne (15c¢) istnienia maksimum Pontriagina (13) prowadza
do zwigzkéw:

y_ 1k
Y...Nki N Si<ki+ai+n> @1)

=12,..,

a stad oraz z zaleznosci (20) wynika, ze:

a;(1 — os;) k; N ( l€j> s — a.
R S VAN R L) = + o + - LS 4 22
i= lz...,/v Si ki Gj:%ii Gk;) oo s (%t n) 22)
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Poniewaz (na mocy przyjetych w analizowanym modelu wzrostu gospo-
darczego zalozen) p, o, ®, a;, ay, ..., Ay, 01, 0y, ..., On, S1, S2, ..., Sy nie ule-
gaja zmianom w czasie, zatem zalezno$ci (22) stanowig liniowy uktad réwnan
wzgledem stép wzrostu l%l Ik, 152 Ik, ok v 'k . Plynie stad wniosek, ze jesli uktad
zlozony z réwnan (22) bedzie posiadal rozwigzanie wzgledem wspomnianych
stép wzrostu, to rozwazana tu gospodarka charakteryzowaé sie bedzie statymi
(w czasie) stopami wzrostu kazdego z analizowanych zasobéw kapitatu.

Uktad réwnan (22) mozna takze zapisa¢ w nastepujacej postaci macierzowej:

(& Lol [
Sll oa, —oa, .. —oay |k 0+ 0d +- (6 + n)
a, ky 2
—oa, 72*0‘02 vee —oay k_2 _|o+ od+ ((3 +n) (23)
—oa —oa ﬂ*dd ]%N +G<I>+N7(6 + n)
1 2 Sy N y o

By uktad réwnan (23) posiadal rozwigzanie potrzeba i wystarcza, by macierz

2,
3, 00 —oa, .. —oay
o)
M= o, Ty, T 0@ .. 0@y | byta nieosobliwa. Poniewaz:
Ay
—oa oa, W oay
|
5, 0% oa, ... oay 105, —os, o5y
a
_ 2 _ a;| —os;, 1—os, ... —o0s
det(M) = oay g, T 00 .. oay |=TI5 R o | =
: . : : i=q . . . :
ay — 05, 0s, 1 —osy
—oq, —oa, W oay
11— O‘ZS — 08y ... —OSy
5! 1 —ds2 oSy
N N N _
- a1 — g s. 1 — —0s a.ll1— eee USN -
—HTf ,;1 N I*UZS,HSI : : : =
i=1 . = : : :
N : 1 —os, 1 —osy
1 — GZSi — 03, I —osy
i=1
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N

zatem jesli D)s, # 1/0, to det(M) # 0 i macierz M jest nieosobliwa. Plynie stad

i=1
N

wniosek, ze przy Y;s, # 1/ analizowana w opracowaniu gospodarka charak-
i=1
teryzuje sie stalymi stopami wzrostu kazdego z rozwazanych w pracy zasobéw
kapitalu na pracujagcego.
Oznaczajac przez 81) 82, 1 BN stale w czasie stopy wzrostu zasobow
ky, ky, ..., ky (a wige g; = = i, /kl, przy czym g, = 0 dla kazdego i = 1,2, ..., N)
r(’)wnama (21) mozna zapisaé¢ nastepujgco:

l . gi + 61’ +n
i—12...N ki S;
Logarytmujgc stronami i rézniczkujac po czasie t € [0;+®) powyzsze zalez-
nosci uzyskuje sie zwigzki:

vV o 2-2=0
i=12..87 K
Stad za$ oraz z réwnania (18) wyciagna¢ mozna wniosek, ze stopy wzro-

stu kolejnych zasobéw kapitatu & /kl,k lky, ... k /k) sa rozwigzaniem ukladu
réwnan postaci:

l—a, —a, ... —ay| kik 1
IR IS ECTEY g (24)
—a, —a, .. 1= ayllky,lk, 1

Uktad réwnan (24) mozna rozwigzaé stosujac metode wyznacznikéw
Cramera. Kolejne wyznaczniki Cramera owego ukladu réwnan dane sg wzorami:

N
1—2(1/' —a, ... —ay
l—a —a, ... —ay v
—a 1—a,.. —«a — —
W= “ (%2 - “v |1 Za' 11— ay | _
. . . . l—l
—a —a, ...1l—ay ‘N
1_20',' —a, ...1—ay
i=1
1 7a2 70[}\/ 1_0’2 aN

B T A A R ¥
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I —a, ... —ay I —a, ... —ay
P T
1 —a, ...1—ay O 0 1
l—a 1. —ay 1 0.. O 10.. O
— L l—ay| |0 0. 1 00 .. 1

l—a —a, ...1 1 0 0
WN:q)—afll—a/z. §:q> 0 1 0:(1)
—a, —a, 1 —a, —a, 1

skad wynika, ze stopy wzrostu zasobéw kapitatu na pracujacego, spelniajgce
warunki konieczne (15abc) istnienia maksimum Pontriagina (13), opisuja zwigzki:

N
@g+<®+ 2. — l)n

j=1

W e

. . w N - N
i=1,2,..., N i
1 ‘Za'j 1 _Zaj
j=1 j=1

<
)

If
‘*\3’

(25)

Z zaleznoSci (25) mozna wyciggnaé nastepujace wnioski dotyczace ksztal-
towania sie stop wzrostu kolejnych zasobéw kapitatéw na pracujgcego, ktére
spetniajg warunki konieczne istnienia stép inwestycji maksymalizujgcych catke
preferencji (6) typowego konsumenta:

* Stopy wzrostu kazdego z analizowanych w opracowaniu zasobéw kapitatu
sg sobie réwne.

* Stopy te zalezne sg od stopy harrodianskiego postepu technicznego g, stopy
wzrostu liczby pracujacych n, elastycznosci ® produktu wzgledem nakla-
déw pracy oraz elastycznosci ¢, @y, ..., ay funkcji produkcji (1) wzgledem
naktadéw kolejnych czynnikéw kapitatowych.

* Rozniczkujagc g; wzgledem stopy postepu technicznego w sensie
Harroda okazuje sie, ze (dla kazdego i =1, 2, ..., N) zachodzi zwigzek:

0g;
agg’ -9 > 0, skad wynika, Ze im wyzsza jest wspomniana stopa

N
1— Za/ f
ji=1
postepu technicznego, tym wyzsze sg stopy wzrostu analizowanych w pracy
zasobow kapitatu.
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N
0+ Xa;—1
Pochodne czagstkowe dg;/an réwne sg % (dla kazdego
1 — Zafj
=1
i=1,2,...,N). Plyng stad trzy nastepujace wnioski. Po pierwsze, jesli
makroekonomiczna funkcja produkcji (1) charakteryzuje sie malejagcymi

N
efektami skali (@ + D i < 1), to dg/on < 0 i wysokiej stopie wzrostu liczby
ji=1
pracujacych towarzysza niskie stopy wzrostu kolejnych zasobéw kapitatu na

N

pracujacego. Po drugie, wéwczas gdy © + Za'j = 1 (a zatem wystepuja
ji=1

state efekty skali) stopy wzrostu owych zasobéw sg niezalezne od stopy

wzrostu liczby pracujacych. Po trzecie, jesli maja miejsce rosnace efekty

N
skali <® + D P> 1), to im wyzsza jest stopa wzrostu liczby pracujacych,
j=1
tym wyzsze sa stopy wzrostu k;/k; (dla kazdego i =1, 2, ..., N).

Im wyzsza jest elastyczno$é © funkcji produkcji wzgledem liczby pracuja-
cych, tym wyzsze sg stopy wzrostu rozwazanych tu zasobéw kapitatu na
pracujacego. Wynika to stad, iz dla kazdego i = 1, 2, ..., N spelniona jest

0g; +
zalezno$¢: 8% = % > 0.

1— Za'j
i=1
Liczac pochodng czastkowg g; po «; (dla i,j =1, 2, ..., N) okazuje sig, iz

0g; O(g +
i _ (g 1 n) 5 > 0. Plynie stad wniosek, ze im wyzsza jest elastycznosé¢

da; (1 B %am)

m=1

produkcji wzgledem naktadéw j-tego zasobu kapitatu, tym wyzsze sg stopy
wzrostu kazdego z tych zasobéw przypadajgcych na jednego pracujgcego.
Jesli wystepuja malejace efekty skali makroekonomicznej funkcji produk-
cji Cobba-Douglasa (1), to dla kazdego i =1, 2, ..., N stopa wzrostu i-tego
zasobu kapitatu na pracujacego jest nizsza od stopy harrodianskiego postepu
technicznego (a wiec od stopy wzrostu zasobéw kapitalu na pracujacego
w warunkach dlugookresowej réwnowagi neoklasycznych modeli wzro-
stu gospodarczego typu Solowa, Mankiwa-Romera-Weila i Nonnemana-
Vanhoudta). W warunkach statych efektéw skali stopy wzrostu g; réwne
sg stopie postepu technicznego w sensie Harroda. Jesli za§ w gospodarce
wystepujg rosnace efekty skali, to stopy wzrostu analizowanych w pracy
zasobow kapitatu na pracujacego sg wyzsze od g.
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Z réwnan (18) i (25) wynika, ze stopa wzrostu wydajnosci pracy y/y w kaz-
dym momencie ¢ € [0;+) dana jest wzorem:

i=1

N
I—Zai

i=1

Og + (@ + ial- — 1>n
= (26)

<<

Poniewaz stopa wzrostu produktu na pracujgcego w réwnaniu (26) pokrywa
sie ze stopami wzrostu kolejnych zasobéw kapitalu na pracujacego w réwna-
niu (25), zatem wnioski ptynace z réwnania (26) sg analogiczne do implikacji
réwnania (25).

Natomiast z réwnan (17) i (26) wyciggna¢ mozna wniosek, iz stopy wzrostu
kazdego z mnoznikéw Lagrange’a 6; opisuje zwigzek:

N
91 92 B 6 @g + <@ + igla/i - 1)1’1

=4 =.=g =—0
o 6, Oy 1_%@{

i=1

ktéry, po scatkowaniu stronami wzgledem czasu ¢ € [0;+ %), implikuje zaleznoSci:

N
®g+(®+ da — 1>n
i=1

N
1—- X

i=1

O,(t) = 0,(t) = ... = 0,(1) = Bexp|—0 t| @7

gdzie 050 jest warto$cig kazdego z mnoznikéw Lagrange’a w momencie ¢ = 07.
Z réwnania (27) wynika, ze:

N
®g+<®+ 2, — 1>n
j=1

N
1—Za'j

j=1

Vo 0@e " = 9exp —\0 + ot
i=1,2,..,N

co z kolei prowadzi do wniosku, iz warunki transwersalnos$ci (15d) bedg spel-
nione wtedy, i tylko wtedy, gdy zachodzi¢ bedzie nieréwnos¢:

7 To,iz 6> 0 wynika stad, ze z réwnania (16) oraz przyjetych uprzednio zatozen plynie wniosek,
—0

N
ze w kazdym momencie ¢ € [0;+») zachodzi: 0, = 0, = ... = 0, = Kl — Zsl.)y >0, co
i=1

implikuje, ze w momencie ¢ = 0 spelniony jest zwigzek: o= 0,(0) = 6,(0) = ... = 0,,(0)> 0.
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N
@g+(@+ Da— 1)11

i=1

N
1_20/1

i=1

o +0>0 (28)

Analizujgc nieréwnos$¢ (28) okazuje sie, iz:

* Jesli wystepuja niemalejace efekty skali makroekonomicznej funkcji pro-
N

dukcji (a zatem wéwczas, gdy E = © + D a; = 1), to nieréwnos¢ ta jest

i=1
spelniona przy dowolnej dodatniej stopie dyskontowej p.

N
* Natomiast w warunkach malejacych efektow skali (E =0+ Yac< 1)
i=1

nieréwno$¢ (28) i warunki transwersalnosci (15d) spetnione sg woéwczas,
gdy stopa dyskontowa typowego konsumenta p jest wyzsza od wielkosci

N
(1 — Zai®>n®g
i=1

N
1—Za'i

i=1

o 8,

Z réwnania (22) wynika, iz stopy inwestycji, ktore spelniajg warunki
konieczne (15abc) istnienie maksimum Pontriagina (13), dane sg wzorami:

ai<z+ n)
Y s = : )

N
0+ 6, + g(op + 2
=1

Stad za$ oraz z réwnan (25) plynie wniosek, ze rozwazane tu stopy inwe-
stycji opisane sg przez nastepujace zwigzki®:

J
a.
/kj

N

§  Warto tu jednak zauwazy¢, iz nawet przy E = @ + > ;< | moze mieé¢ miejsce przypadek,
i=1

Og

N
1— D, —©
i=1
nieréwno$¢ (28), jak i warunki transwersalnosci (15d) spetnione sg przy kazdej stopie dys-
kontowej p > 0.
9 By stopy inwestycji s; dane réwnaniem (29) byly akceptowalne ekonomicznie zaréwno kazda
z nich, jak i ich suma muszg naleze¢ do przedziatu (0;1).

w ktorym stopa wzrostu liczby pracujacych n jest nizsza od i wéwczas zaréwno
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a; LN-l-n
1_,‘Z1aj
Voo = — =
i=12..8 " o ¢ o, + GLN
- e, 29)
=1
B @;0(g + n)
- N N
(p—i—ﬁi)(l - Za/j>+o‘®g+<®+ 2, — 1>nl

ji=1 j=1

Z zaleznosci (29) wyciggnagé mozna nastepujace wnioski dotyczace ksztatto-

wania sie stép inwestycji spetniajgcych warunki konieczne istnienia maksimum
catki preferencji typowego konsumenta w analizowanym tu modelu wzrostu
gospodarczego:

Stopy te zalezne sg m.in. od preferencji typowego konsumenta, co do alo-
kacji konsumpcji w czasie, ktére opisane sg przez stope dyskontowa p
oraz odwrotno$ci miedzyokresowej substytucji konsumpcji ¢ owego kon-
sumenta.

Roézniczkujac réwnania (29) po stopie dyskontowej typowego konsu-
menta p okazuje sig, iz dla kazdego i =1, 2, ..., N zachodza zwiazki:

(1 — %afj)afi@(g + n)

Jj=1

ds;

70 ~ - 5 < 0. Plynie stad
((p + 6l.)<1 - Zaj> + 0|@g + <® + 2a;— 1)11 )
j=1 j=1
wniosek, ze im wyzsza jest stopa dyskontowa owego konsumenta, tym niz-
sze sg stopy inwestycji wyr6znione w analizowanym tu modelu wzrostu
gospodarczego zasoby kapitatu.
Pochodne czgstkowe s; po o (dla kazdego i = 1, 2, ..., N) dane sg wzorem:

N
—a,0(g + n)|eg + <® + ;- 1>n
ji=1

= )2 . Stad za$ wyni-

(i S o (o S0

ji=1 j=1

Js.

!

ka, ze jesli elastyczno$¢ © produkcji wzgledem nakladéw pracy bedzie

)n
gli—l-;z’ to pochodne ds/00 (dlai =1, 2,...,N)

beda dodatnie (ujemne) i im wyzsza bedzie odwrotno$¢ miedzyokresowej
substytucji konsumpcji o, tym wyzsze (nizsze) beda kolejne, rozwazane

mniejsza (wigksza) od
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(1= Sa)n

g+n
kazdego i = 1, 2, ..., N zachodzi zalezno$¢: ds;/do = 0 i stopy inwestycji s;
sg niezalezne od o.

w opracowaniu stopy inwestycji. Natomiast jesli @ = , to dla

Podsumowanie i wnioski

Prowadzone w pracy rozwazania mozna podsumowaé nastepujaco:

W prezentowanym w pracy modelu wzrostu gospodarczego szuka sie takiej
struktury inwestycji w N zasobéw kapitatu, ktéra maksymalizuje sume zdys-
kontowanej uzyteczno$ci typowego konsumenta w gospodarce przy ograni-
czeniach réwnaniami przyrostéw kolejnych zasobéw kapitatu.

Z prowadzonych w pracy analiz wynika, iz istnieje struktura stép inwe-
stycji, ktéra spetnia warunki konieczne maksimum sumy zdyskontowanej
uzyteczno$ci konsumpcji typowego konsumenta. Co wigcej, stopy inwesty-
cji spelniajace warunki konieczne maksymalizacji calki preferencji owego
konsumenta zalezne sg m.in. od stopy dyskontowej typowego konsumenta
oraz od odwrotno$ci miedzyokresowej substytucji konsumpcji. Im wyzsza
jest stopa dyskontowa typowego konsumenta, tym nizsze sg stopy inwestycji
w kazdy z analizowanych w pracy zasobéw kapitalu. Natomiast oddziatywa-
nie odwrotno$ci miedzyokresowej substytucji konsumpcji na optymalne stopy
inwestycji w rozwazanym w pracy modelu wzrostu gospodarczego zalezne
jest od relacji elastycznosci produkcji wzgledem nakladéw pracy w stosunku
do elastycznosci produkcji wzgledem naktadéw kapitatu, stopy harrodian-
skiego postepu technicznego oraz stopy wzrostu liczby pracujacych. Jesli
elastyczno$¢ produkcji wzgledem naktadéw pracy bedzie wzglednie niska
(wysoka) w stosunku do pozostatych wspomnianych tu zmiennych makroeko-
nomicznych, to wysokiej odwrotnosci miedzyokresowej substytucji konsump-
cji towarzyszy¢ beda wysokie stopy inwestycji z kazdy z zasobow kapitatu.
Stopy wzrostu gospodarczego w rozwazanym w pracy modelu wzrostu
gospodarczego sa, w przeciwienstwie do modeli wzrostu endogenicznego
Lucasa i Romera, niezalezne od preferencji typowego konsumenta, co do
struktury konsumpcji w czasie (preferencje te opisane sg w modelu przez
stope dyskontowg i odwrotno$é¢ miedzyokresowej substytucji konsumpcji).
Stopy te zalezne sg za$ od stopy egzogenicznego postepu technicznego w sen-
sie Harroda, stopy wzrostu liczby pracujacych oraz rodzaju efektéow skali
makroekonomicznej funkcji produkcji. Im wyzsza jest stopa harrodianskiego
postepu technicznego, tym wyzsze sg stopy wzrostu wydajnosci pracy i kolej-
nych zasob6w kapitalu na pracujgcego (wniosek ten jest analogiczny do wnio-
skow plynacych z neoklasycznych modeli wzrostu gospodarczego). Natomiast
oddzialywanie stopy wzrostu liczby pracujacych na wspomniane uprzednio
stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych zalezne jest
od rodzaju efektéw skali funkcji produkcji. W warunkach statych efektéw
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skali (podobnie jak w neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego)
stopa wzrostu liczby pracujacych nie oddziatuje na stopy wzrostu wydajnosci
pracy oraz kapitalu na pracujacego. Natomiast w warunkach malejgcych
(rosnagcych) efektow skali wysoka stopa wzrostu liczby pracujacych jest
czynnikiem przyspieszajacym (opézniajacym) tempo wzrostu gospodarczego.
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OPTIMAL INVESTMENT RATES IN AN N-CAPITAL GROWTH MODEL

Summary

The paper aims to determine an optimal structure of investment rates under
an N-capital growth model. This model is a combination and expansion of models
developed by Solow [1956]; Mankiw, Romer, Weil [1992]; Nonneman, Vanhoudt [1996];
and Tokarski [1996; 2000; 2003; 2005], with elements of optimal control models by
Ramsey [1928], Lucas [1988] and Romer [1986, 1990].

The economic growth model described in the paper is based on the following
assumptions:

— The stream of products generated in the economy is influenced by a finite N
amount of capital, labor and technology resources; it is also assumed that labor and
technology resources grow according to certain exogenous growth rates;

— The increase of each of the analyzed capital stocks is the difference between
investment in this capital and its depreciation; these assumptions refer to the neoclassical
growth models developed by Solow, Mankiw-Romer-Weil, and Nonneman-Vanhoudt;

— A typical rationally behaving consumer (much as in the case of endogenous growth
models developed by Lucas and Romer) seeks a long-term investment rate structure
that will maximize the usefulness of consumption in an infinite period of time;

- Additionally, an assumption is made that the macroeconomic production function
in the described growth model does not have to be characterized by a constant scale
effect (as earlier noted by Tokarski [1996, 2003 or 2005]).

The model described by the author is solved using Pontryagin’s maximum
principle.

Keywords: investment rates, growth model, Pontryagin’s maximum principle



